"Den fortrollade dammen” -

och andra problem som stimulerar
eleverna att hitta kreativa I6sningar.

Vi vet fran enkatundersokningar att vara elever tycker att matematik ar ett viktigt amne, men
vi kanner ocksa till att manga elever anser att matematik ar bade svart och trakigt.
Det finns darfor anledning att fraga sig hur dagens matematikundervisning fungerar.

Ar det sa att matematiken har blivit mera trivial, nar vi satsar all var energi pa att se
till att s manga elever som mojligt lamnar grundskolan med godkant betyg i
matematik?

Personligen tycker jag att det &r bra att matematik tillsammans med svenska och engelska
har fatt en sadan sarstallning, men det finns ocksa en risk att vi som larare lagger ner for
mycket energi pa att lara eleverna "standardlésningar” for att klara NP sa att vi inte far tid
till sddana uppgifter, som utmanar elevernas fantasi.

Eller annorlunda uttryckt:

Agnar vi oss for mycket at "mangdtraning”, nar vi precis som i idrottssammanhang
ocksa behdver kvalitet i traningen?

Enligt min uppfattning maste varje matematiklektion innehalla problem, som
stimulerar eleverna att hitta kreativa l6sningar.

Under de forsta skolaren visar eleverna en spontan nyfikenhet, nagot som man ofta saknar,
nar eleverna blir aldre, men jag tror anda att nyfikenheten hos elever pa alla stadier kan
vackas med ett intressant problem

Lat mig ta ett exempel som Gunnel, skolans omradessekreterare, gav mig fér nagra ar
sedan.

Den fortrollade dammen

En gammal dam var pa vag till kyrkogarden for att satta blommor pa tre gravar. Nar hon
kom till den forsta graven, upptackte hon en liten damm. Hon doppade blommorna i
dammen och nar hon tog upp dem, hade hon dubbelt s& manga blommor - det var en
fortrollad damm!

Hon satte nagra blommor pa den forsta graven och gick vidare till nasta grav. Dar fanns det
ocksa markligt nog en damm! Hon doppade blommorna i dammen och nar hon tog upp
dem, hade antalet blommor férdubblats. Hon satte nagra blommor pa graven och fortsatte
sedan till den tredje graven. Aven dar fanns det en fortrollad damm. An en gang
fordubblades antalet blommor, nar hon doppade dem i dammen.

Den gamla damen satte nu alla sina aterstaende blommor pa den tredje graven.

Hur manga blommor hade hon fran boérjan?

Hur manga blommor satte hon pa varje grav?

(Hon hade faktiskt utan att tinka pa det satt lika manga blommor pa varje grav.)

Jag hann precis satta upp en ekvation innan konferensen borjade, men fick inte tid att I6sa
den, men nasta dag presenterade jag min I6sning for Gunnel.

Ja, det stammer! sade hon.

Men vet du, sade jag, att det ar inte den enda I6sningen?? Det finns tvartom o&ndligt
manga losningar till det har problemet!

Nej, det kdande hon inte till och sa berattade hon bakgrunden till problemet.
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Hon hade véaxt upp pa en bondgard och néar hon var i 10-arsaldern byggde man om
ladugéarden. Det visade sig att byggmastaren var otroligt intresserad av matematiska
problem och sé fort han fick se Gunnel ropade han: Véanta, sa ska du fa ett matteproblem!
Ett av dem var "Den fortrollade dammen” .

Jag har provat att 1ata eleverna i ak 7 byta ut ett par uppgifter pa veckoléaxan mot det har
problemet och de flesta eleverna blir fascinerade av uppgiften och férséker verkligen hitta
en l6sning. Manga ganger blir ocksa hela familjen engagerad. Pa det héar stadiet hittar man
nastan alltid I6sningen genom att testa olika ingangsvarden. Det tror jag ocksa att annu
yngre elever skulle kunna klara — Gunnel gjorde ju det som 10-aring!

Men problemet skulle ocksa mycket val kunna ges till gymnasieelever!

Deras uppgift blir d& att hitta en generell I[6sning.

En allméangiltig I6sning
Antag att hon hade med sig x blommor och att hon satte y blommor pa varje grav.

Né&r hon lamnade

a) den forsta graven hade hon 2x-y blommor

b) den andra graven hade hon 2(2x-y)-y blommor

c) den tredje graven hade hon 2(2(2x-y)-y)-y blommor
men vi vet ocksa att hon inte hade nagra blommor kvar!

Det ger oss ekvationen: 2(2(2x-y)-y)-y =0 X =7yl8

Heltalslésningar kraver att y ar en multipel av 8.
Den enklaste I6sningen ar darfor x =7 ochy = 8
Allmant galleratt x=7*n och y=8*n n=1,2,3...

Losningen x=7 och y=8 &r den lésning som eleverna i ak 7 brukar hitta.

Nar Gunnel hade kommit fram till den I6sningen, sprang hon glad i hagen till byggmastaren
och berattade att hon visste svaret.

Byggmastaren svarade:

- Ja, det ar riktigt, men om den gamla damen istéllet fick 10 ganger s& manga blommor, nar
hon doppade ner dem i dammen: Vad skulle svaret bli da??

Det klarade inte Gunnel, men s ar ju den uppgiften ocksa avsevart mycket svarare, dvs.
savida man inte kan hitta en generell I6sning!

Vi ska se hur en sadan allméngiltig l6sning ser ut:
Lat f ange faktorn vid dammfdortrollningen (f =2 betyder en fordubbling)

| det ursprungliga problemet sag ekvationen ut sa har: 2(2(2x-y)-y)-y =0

De tre tvaorna visar att vi hade en fordubbling vid varje damm. | den generella I6sningen
byter vi ut tvdorna mot variabeln f.

Ekvationen kommer da att se ut sa har: f t(f G (f ix-y)-y)-y =0

Antal blommor frn borjan: n(f?+f+1) n=1,2,3....
Antal blommor pavarjegrav:nif> n=1,2,3....

(Om f =10, skulle den enklaste |6sningen vara, att den gamla damen hade med sig 111
blommor. P& varje grav skulle hon da satta 1000 blommor. Utan tvekan ar det svarare att
hitta den I6sningen, nar man provar olika ingangsvarden!)
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Kreativitet

Kreativitet &r en oerhort viktig egenskap, nar man skall I6sa matematiska problem.
Erfarenhet av problemldsning ar ocksa en stor fordel — under férutsattning att man
samtidigt ar beredd att tdnka i nya banor. Annars ar risken stor att man tanker
slentrianmassigt, nar man tycker sig k&nna igen en uppgift.

Lat oss ta ett exempel:
Talmonstret

18 11 1 5 4 9 16 ?

De sju talen bildar ett monster. Vilket tal kan ersatta fragetecknet?

Det ligger nara till hands att fortvivlat leta efter ett matematiskt samband, for det ar ju sa det
brukar vara i den hér typen av uppgifter, men i det har fallet ar talen ordnade i
bokstavsordning!

Det gar darfor bra att fortsatta med t.ex. nagot av talen 3, 7, 8 och 10.

Kakan

Uppg.: Dela kakan i atta lika delar med tre snitt.

Det har problemet fick jag av en elev for nagra ar sedan, och efter lite funderande féreslog
jag tva vinkelrata, vertikala snitt och ett horisontellt snitt.
_‘ Men det godtog inte eleven: Tank om det ar glasyr pa kakan! Da

EEEE fungerar ju inte din 6sning, sa hon.

Aven har géller det att tanka i nya banor. Det &r inte forbjudet att
flytta de fyra bitarna, innan man gor det tredje snittet, eller hur?

Kreativitet och uthallighet

Kreativitet ar en alltsa en viktig egenskap, men det racker inte alltid med att vara kreativ.
Jag skulle ocksa vilja betona att uthallighet ar en viktig egenskap.
Jag ska ta ett exempel:

Kombinationen
Det har ar en uppgift som jag har brukat ge eleverna vid flera tillfallen varje termin:
Eleverna far foresla tre ensiffriga, tre tvasiffriga och tva tresiffriga tal.
Det galler att kombinera de sju minsta talen sa att svaret kommer sa nara det storsta talet
som majligt.
Metod: Man far anvanda de fyra raknesatten och parenteser men aven kvadratrétter,
potenser, trigonometriska funktioner, logaritmer osv.

Har galler det att inte ge upp for tidigt! Det har namligen visat sig, att det nastan alltid gar
att hitta en kombination, som ger exakt det storsta talet.
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Problemet har flera fordelar:

1) Man kan anpassa kraven efter elevernas formaga.

| de lagre arskurserna far man kanske néja sig med de fyra réknesatten. Den héar uppgiften
kan da ocksa bli ett tillfalle att diskutera vilka raknesatt som skall prioriteras, nar man har
flera rakneséatt i samma uppgift.

For yngre elever kan uppgiften vara att komma sa nara det hogsta talet som mojligt.

For duktiga elever pa hogre stadium kan kravet vara att avvikelsen fran det givna svaret
skall vara hogst +1.

2) For ovanlighetens skull vet inte lararen hur lI6sningen ser ut!

Nedanstaende variant hade jag som manadens problem i juni forra aret:

1 3 5 17 19 21 345 456

Det visade sig att det gick att komma fram till svaret 456 pa flera olika sétt.

345+ 1+5- (17 +3+21-19) = 346 + 110 = 456
2454+ 5. 19 +(21- 1703 + 1) = 345 + 95+ 16 = 456

345417 (145 + 3471 = 245 1102 4+ 9 = 456
211741954+ 34+ 1% =357 + 95+ 3+ 1= 456

Problem med flera I6sningar

| vara larobocker finns det oftast bara ett tankbart svar till en uppgift. Darfor &r det viktigt att
man som larare ser till att eleverna kommer i kontakt med problem som saknar l6sning
eller som har flera lésningar.

Den fortrollade dammen ar ett exempel pa ett problem med flera l6sningar.
Vi ska titta pa ytterligare ett exempel, men som introduktion ska jag forst visa ett valkant
problem, som publicerades redan 1917:

Promenaden del 1
En jagare gar 10 km soder ut, sedan 10 km &ster ut och slutligen 10 km norr ut.
Han &r da tillbaka vid utgangspunkten.
Dar skjuter han en bjorn.
Vilken farg har bjérnen?

Svar: Vit (Jagaren befinner sig vid Nordpolen. Dar finns det isbjornar.)

Promenaden del 2
Ar 1944 kom en variant pa problemet och vid forsta paseendet verkar kanske problemen
vara identiska:
En person gar 10 km s6der ut, sedan 10 km dster ut och slutligen 10 km norr ut.
Han &r da tillbaka vid utgangspunkten.
Var befinner sig personen da?
Svar: Precis som i foregdende uppgift kan personen vara vid Nordpolen, men det finns
mycket 6verraskande en helt annan |6sning (se nasta sida)
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Cmkretsen §r 10 km llﬂ km sidearuk

\

Personen befinner sig mycket nara Sydpolen. Nar han har gatt 10 km s6derut, kommer
han till en parallelicirkel, vars omkrets ar 10 km. Nar han har gatt 10 km osterut, har han
darfor avverkat ett varv runt parallellcirkel och kommer efter 10 km vandring norrut tillbaka
till utgangspunkten!

Men naturligtvis fungerar det ocksa om parallelicirkeln ar t.ex. 5 km eller 2,5 km.

Teoretiskt finns det oandligt manga lésningar dar, dar parallelicirkeln maste vara 1n—0km
n=1,2,3..

Ar inte detta ocksa en losning till det forra problemet?
Nej, det finns inga bjérnar vid Antarktis!

Figurer som underlattar I6sningen!?

Den bla strackan
En lamplig figur och ev. nagon konstruktionslinje kan underlatta I6sningen.
Ett valkant problem ser ut sa har:

En rektangel ar inskriven i en cirkel-
kvadrant. Hur lang &r den bla strackan?
Svar: 5cm

Har behdvs det en konstruktionslinje (se
figuren till hoger). Den violetta strackan
ar diagonal i rektangeln och radie i
cirkelkvadranten!

3cm 2 cn 3cm

Nu kommer ett annat exempel som visar hur man kan I6sa ett problem genom att forandra
figuren.
Hur stor ar arean av den réda triangeln jamfort med den bla triangeln?

D £

| den hogra figuren har man vridit den roda triangeln. DA ar det latt att inse att arean av den
roda triangeln &r ¥ av den bla triangelns area.
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Ett annat exempel:
Hur stor ar arean av den roda kvadraten jamfort med den bla kvadraten?

—
172
Réda vagen
(km) "
/ 5
B—% D & =-

Hur lang ar den roda vagen (strackan AD)?

Svar: 1 km

Losning:

Uppgiften verkar inte sa enkel, tills man inser att figuren &r felritad. Punkten A ligger pa
strackan BC, eftersom AB + AC = BC (en s.k. degenererad triangel).

Men aven nar man har insett detta, ar det latt att tanka fel. Det markte jag pa de svar som
jag fick, nar jag hade uppgiften som manadens problem i maj 2005.

Anm.: Eftersom D &r mittpunkt pa BC, ar den réda vagen en median.

Formeln for medianens langd (:_L\/z(b2 +c?)- a* ) stammer faktiskt aven i det har fallet.
2
Att anvanda formeln vore dock ett mycket krangligare satt att I6sa uppgiften.

Vilka fakta finns det/behé6ver jag?
Om vara elever skall bli framgangsrika problemlésare, maste de lara sig att ta reda pa vilka
fakta som behovs for att |0sa uppgiften och vilka fakta som finns i uppgiften. Ibland kan det
finnas mer information i texten &n man upptacker vid forsta paseendet.
Ex.:

Ett fantastiskt korttrick
En person far blanda en vanlig kortlek och sedan valja ut fem kort.
Min assistent tar hand om korten, lagger undan ett av de fem korten och visar mig sedan
de fyra andra korten. Med ledning av dessa fyra kort kan jag tala om vilket det femte kortet
ar!!

Det femte kortet ar ett av de 48 kort som jag inte ser! Kan jag verkligen fa tillracklig
information fran de fyra kort som jag ser for att klara tricket?
(Tricket visas i workshop 624 den 27 januari 2006)
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Heliich Hemes Heinrich Hemme ar fysikprofessor i Aachen. Han har gett ut flera
: bocker med matematiska problem. Den hér boken " Das Ei des
M undweitere ninerhiiios | Kolumbus” innehéller manga valkanda problem, sé pa det sattet
Knobsksisn ar den inte sarskilt originell, men den har andra fortjanster:
1) Det finns oftast en upplysning om var problemet forst
publicerades och vem som var konstruktoren.
2) Till flera av problemen anges intressanta varianter.

Ett sddant exempel ar
Promenaden del 3
«  En forskningsresande gar fran sitt talt i riktning norrut.
o  Efter 10 km vandring &r det dags for en middagspaus.
o Darefter fortsatter han i riktning norrut.
e Nar han gatt 10 km, ar han tillbaka vid sitt talt.
*  Var finns taltet?
L Nordpolen
Losning: A B
10 km

Avstandet till Nordpolen &r mindre an 10 km.

Om han startar i punkten A och &ater middag i punkten B, stimmer det uppgifterna i
problemet.

Ytterligare ett exempel fran H. Hemmes bok:

Promenaden del 4
(Ursprungligen publicerad ar 2001 i boken Denksport-Réatsel fuir Geniale)
«  En annan forskningsresande gar forst 10 km i riktning norrut och darefter
5 km soderut.
e Hur stort kan da avstandet till startpunkten maximalt vara?

Nordpolen

10 km 5 km
Max: 15 km

Svar: Det maximala avstandet ar 15 km.

Losning:

| en plangeometrisk figur ar avstandet mellan tva punkter en rét linje. Pa ett klot ar
avstandet mellan tva punkter en storcirkelbage.

Eftersom forskningsresanden har promenerat langs en storcirkelbage ar det maximala
avstandet 15 km.
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SAMMANFATTNING

Lat mig géra en sammanfattning av vad jag presenterat sa har langt:

Ett intressant problem kan vacka elevernas nyfikenhet.

Det finns s& mycket annat i dagens samhalle som fangar elevernas intresse, sa ska
matematiken kunna konkurrera, kravs det problem som stimulerar elevernas
fantasi!

Kreativitet - slentrianmassigt tankande
Vart samhalle behover kreativa naturvetare. Som matematiklarare kan vi stimulera
elevernas kreativitet och 6ka deras formaga att tanka kritiskt.

Kreativitet och uthallighet

For manga av dagens ungdomar ska allting handa valdigt snabbt och héaftigt. Jag
ser det som en utmaning for skolan att fa eleverna att bli mera uthalliga sa att de
kan utnyttja sina forutsattningar pa ratt satt.

Hur ser l6sningen ut?

| vara laromedel finns det oftast bara ett enda svar till en uppgift.
Vi bor darfor trana eleverna pa problem, dar det

a) finns flera Idsningar eller

b) saknas lésningar eller

c) gar att hitta en generell [6sning

Figurer som underlattar losningen.

En lamplig figur kan gora det mycket enklare att hitta en |6sning.

Ibland kan man med hjalp av en figur I6sa ett problem, som man inte rent
raknetekniskt skulle klara av. Jag tanker t.ex. pa brakrékning, dar vara elever
numera ofta har hdgst begransade kunskaper.
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En typisk malskytt i fotboll tar vara pa de fa chanser som han far under en match. Jag
skulle vilja gora en jamférelse med matematik:

Ibland kan det finnas en mycket enkel och helt ovantad 16sning. En bra problemldsare ar
som malskytten. Han tar vara p& mojligheten. And& missar vi ofta. Jag tror att det beror pa
att vi har forutfattade meningar om hur ldsningen ser ut.

En liten trost &r att &ven riktigt stora matematiker kan missa de enkla ldsningarna!

Lat mig ta ett exempel:

John von Neumann (1903 — 1957)

John von Neumann réknas som en av 1900-talets stora matematiker med
storslagna insatser pa en mangd omraden:
0 Spelteori
Grundaren av modern ekonomisk spelteori.
6 Kvantmekanik
Bidrog till utvecklingen av kvantmekanik genom att anvanda den allra
modernaste matematiken
6 Datorer
Nar de forsta datorerna utvecklades pa& 1940-talet, tillhorde
John von Neumanns teorier de allra viktigaste.
Dessutom var John von Neumann extremt duktig att I6sa komplicerade matematiska problem som
huvudrakning.

En gang fick John von Neumann féljande problem:

Tva tag pa ett avstand av 200 km startar samtidigt och kor i riktning mot varandra med en
hastighet av 100 km/h. Ett bi flyger forskrackt upp framfor det vanstra taget for att komma
undan. Det flyger utmed jarnvagssparet med hastigheten 150 km/h. (Ett amerikanskt bi —
storst och bast — klarar det mesta!). Nar biet méter det andra taget, tvarvander det och
flyger i motsatt riktning. Resultatet blir att biet flyger fram och tillbaka mellan tagen, tills
dessa mots. D4 ar biet fullstandigt sonderstressat och faller détt till marken — en sorglig
historia!

Hur lang ar den sammanlagda stracka som biet har flugit? ( Ett amerikanskt bi kan bade
accelerera och bromsa in pa nolltid.)

De strackor som biet flyger, bildar en geometrisk serie. Man kan berdkna summan av
denna geometriska serie, men det finns en mycket enklare 16sning!

%

Svar: Biet flyger 150 km
Losning: Tagen mots efter en timme. Darfor har biet ocksa flugit i en timme.

John von Neumann svarade efter nagra sekunders funderande: 150 km!
Problemstallaren sade da nagot besviket: Jag forstar att du hittade den enkla I6sningen.
Du beraknade alltsa inte summan av den geometriska serien.

John von Neumann: Men det var ju det jag gjorde!

Historien finns atergiven Gamow-Sterns bok "Matematiska tankelekar”. Gamow var inte
bara en briljant popularvetenskaplig forfattare. Han var ocksa en varldsberomd fysiker,
inte minst for sin teori om Big Bang.

Arets langsta ménad
Vilken manad &r arets langsta manad?
Svaret finns pa min hemsida " Klurigt” (www.eksjo.se/mathpuzzle)
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